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Introducao

A chamada “férmula de Euler” (uma dentre muitas)

"= cos0 + isend

tem sido objeto de vérias citacoes na RPM (ver RPM 3,
p. 18, e RPM 63, p. 1). Especialmente famoso é o caso em
que 6 =m, obtendo-se: e™ = cosm + isenm = -1 + 0i = -1,
geralmente colocado na forma: ety = 0, uma bonita
expressao que reune numa férmula sintética os niimeros
0, 1, i, e, t. Porém muita gente sente falta de uma explica-
¢ao convincente para a férmula de Euler. Ocorre que uma
justificativa completa dessa férmula s6 pode ser feita uti-
lizando os instrumentos do Célculo Diferencial e Integral.
Mas vamos expor os resultados, na convic¢do de que nao é
impossivel entender o que se passa, mesmo sem reprodu-
zir todos os detalhes técnicos.

Complexos unitarios

Comecemos pelo lado direito  y4
daigualdade. Ao trabalhar com nu- P=(x)
meros complexos, cada complexo =x+yl
X + yi serd identificado com o par
ordenado (x;y), oucom o ponto do
plano P de coordenadas do plano 0
(x; ¥), oucom o vetor OP.
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Omodulo dontimero complexo x+yi éasuadistanciaaorigem + x%+ y2 .

Portanto, o nimero complexo cos6 +isenf tem médulo cos®0+sen’0 = 1,
ou seja, € um complexo unitdrio. Vamos representar provisoriamente
cos6 + isen® por cis6® (comentaremos mais adiante a questdao da notagao).
O ntmero (ou angulo) 6 é chamado um argumento do unitario cis6.

A definicao do produto de dois complexos:
(a + bi)(c + di) = ac - bd + (ad + bc)i acarreta que o produto de dois comple-
X0s unitdrios é dado por:
ciso.cisp = (cosa + isena)(cosP + isen ) =
(cosacosp - senasenf) + (sena.cosP + sen P cosa)i.

Porém, pelas conhecidas férmulas trigonométricas:
cosacosf - senasenf = cos(a + )
senocosP + senfcosa = sen(a + ).

Logo, cisa.cisf = cis(a + ).

Em palavras: multiplicando dois complexos unitdrios, obtém-se outro
complexo unitdrio que tem por argumento a soma dos argumentos dos fa-
tores.

O complexo 1 =1+ 0i=(1;0) =cos0 + isen0 = cisO exerce o papel de
neutro na multiplicacdo de unitérios (e de complexos em geral). Além disso,
cisa.cis(—a) = cis(o. - o) = cis0 =1, o que acarreta cis(—o)= ;, o inverso

cisa
de cisa.

A tabela a seguir faz uma comparacao entre essas propriedades e as pro-
priedades das poténcias (por exemplo, de nimeros reais).

Unitarios Poténcias
cis(a + B) = ciso.cis B b = cach
cis0=1 =1
. 1 _ 1
cis(—a)=—— c ==
ciso c?

Essa analogia ja sugere que os complexos unitarios talvez possam ser es-
critos como poténcias de alguma base. Mas por que exatamente e? Vamos
entdo agora analisar o lado esquerdo da férmula de Euler.
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