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O estudo de volumes de s6lidos no ensino médio tem
como base o Principio de Cavalieri. Esse principio também
pode ser usado para areas de regides do plano. Existem,
inclusive, versdoes mais gerais desse principio, tanto para
areas como para volumes, em que a razao entre os compri-
mentos ou areas das fatias nao precisa ser 1, mas pode ser
uma razdo positiva qualquer.

Nao nos esquecamos de que o Principio de Cavalieri,
normalmente adotado como postulado nos textos para en-
sino da Matematica Elementar, é, na verdade, um teorema.
Para demonstra-lo é suficiente usar alguns poucos concei-
tos da teoria de integracdo de funcdes reais. O Principio de
Cavalieri é adotado sem demonstracdo para evitar as di-
ficuldades de se apresentar precocemente essa teoria. As
dificuldades ficam concentradas em uma tnica afirmacao,
que é assumida como plausivel mediante uma boa expli-
cacdo do professor. A ideia traduzida por esse principio
é facil de entender, e parece que os estudantes do ensino
médio ndo tém resisténcia em aceité-la.

Os principios de Cavalieri para areas e volumes

Esses principios levam o nome do matematico italiano
Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647), que os cha-
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mava de método dos indivisiveis e os divulgou (em versdes mais restritas)
através de seu famoso livro Geometria Indivisibilibus, de 1635. Mas, na ver-
dade, esse método é muito anterior a Cavalieri. Era conhecido dos antigos
gregos, que o utilizavam para obter volumes de sélidos. Esses resultados
eram depois demonstrados pelo método da dupla redugdo ao absurdo, ja
que na época nao tinham uma teoria de integracdo. O mesmo faziam muitos
matematicos dos séculos XVI e XVII.

Vejamos duas versdes desse principio, uma para areas e outra para volu-
mes.

Principio de Cavalieri para areas. Sejam R e S regioes limitadas de um
plano, e seja r uma reta desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela
ar, as intersecoes de R e S com s sejam vazias ou segmentos tais que a razio
entre seus comprimentos € constante. Entdo a razdo entre as dreasde Re S é
essa constante.

E possivel demonstrar esse resultado desde que as regides nao sejam mui-
to complicadas. Em particular, vale para discos e regides elipticas. A ideia
inicial da demonstracao é simples: estamos “fatiando” as duas regioes. Se a
quantidade de fatias for finita e se cada fatia de uma regiao tiver drea sempre
na mesma razdo que a fatia correspondente da outra regiao, entdo soma-
mos as areas das fatias de cada regido e obtemos o resultado. A dificuldade é
que, no Principio de Cavalieri, as “fatias” sao segmentos. Portanto, nao tém
area, mas comprimentos, e sua quantidade € infinita. Assim, para a demons-
tracdo, precisamos de uma técnica que permita obter a drea de uma regiao
através da soma dos comprimentos de infinitos segmentos. Essa técnica é
fornecida pela teoria de integracao de funcgdes reais, estudada nos cursos de
Calculo Diferencial e Integral.

Principio de Cavalieri para volumes. Sejam P e Q sdlidos limitados, e
seja oo um plano. Suponha que, para todo plano  paralelo a o, as intersecoes
de P e Q com [} sejam vazias ou regides tais que a razdo entre suas areas é
constante. Entdo a razao entre os volumes de P e Q é essa constante.

E possivel provar esse principio desde que os sélidos ndo sejam muito
complicados. Em particular, o resultado vale para os s6lidos que costumam
ser estudados no ensino médio, como poliedros, esferas e elipsoides. Para
fazer uma demonstracdo, novamente a teoria de integracdo de funcdes reais
fornece a técnica necessdaria para obter o volume de um sdlido através da
soma das dreas de infinitas regioes.
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